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ПРАВИЛА ВЫПОЛНЕНИЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ

При выполнении контрольной работы необходимо строго придерживаться указанных ниже правил. Работы, выполненные без соблюдения этих правил, не зачитываются и возвращаются студенту для переработки.

1. Контрольную работу следует выполнять в отдельной тетради чернилами любого цвета, кроме красного, оставляя поля для замечаний рецензента.

2. На обложке тетради должны быть ясно написаны фамилия студента, его инициалы, учебный номер (шифр), название дисциплины, номер контрольной работы; здесь же следует указать дату отсылки работы в университет и адрес студента. В конце работы следует указать использованную литературу. 

3. В работу должны быть включены все задачи, указанные в задании, строго по своему варианту. Контрольные работы, содержащие не все задачи или задачи не своего варианта, не зачитываются.

4. Решения задач необходимо располагать в порядке, указанном в заданиях, сохраняя номера задач.

5. Перед решением каждой задачи необходимо полностью написать ее условие. В том случае, если несколько задач, из которых студент выбирает задачу своего варианта, имеют общую формулировку, следует заменить общие данные конкретными из соответствующего номера.

6. Решения задач следует излагать подробно и аккуратно, объясняя и мотивируя все действия по ходу решения и делая необходимые чертежи.

7. После получения прорецензированной работы как допущенный, так и не допущенный к собеседованию студент должен исправить все отмеченные ошибки и недочеты и выполнить все рекомендации. Если рецензент предлагает внести в решение задач те или иные исправления или дополнения и прислать их для повторной проверки, то это следует сделать в короткий срок. При высылаемых исправлениях должны обязательно находиться прорецензированная работа и рецензия к ней. В связи с этим рекомендуется при выполнении контрольной работы оставлять в конце тетради несколько чистых листов для всех дополнений и исправлений в соответствии с указаниями рецензента. Вносить исправления в сам текст работы после ее рецензирования запрещается.

8. По каждой работе проводится собеседование, после чего выставляется зачет по контрольной работе. Без зачтенной контрольной работы студент к экзамену не допускается. 

9. Студентам, не выполнившим контрольную работу до начала экзаменационной сессии, может быть предложена аудиторная контрольная работа во время сессии.

ТАБЛИЦА ДЛЯ ВЫБОРА ЗАДАЧ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ
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ЗАДАЧИ ДЛЯ КОНТРОЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ

Задачи 1–10. Показать, что система линейных уравнений имеет единственное решение, и найти его двумя способами: а) по правилу Крамера; б) матричным способом.
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Задачи 11–20. Пользуясь методом Гаусса, найти общее решение системы линейных уравнений, а также два частных ее решения, одно из которых базисное.
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Задачи 21–30. Решить графически задачу линейного программирования.
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Задачи 31–40. На трех базах А1, А2, А3 имеется однородный груз в количестве а1, а2, а3 единиц. Этот груз нужно перевезти в пять пунктов В1, В2, В3, В4, В5 в количестве b1, b2, b3, b4, b5 единиц соответственно. Затраты на перевозку груза между пунктами поставок и потребления заданы матрицей тарифов С:
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Спланировать перевозки так, чтобы их общая стоимость была минимальной.
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Задачи 41–50. Составить экономико-математическую модель. Найти решение задачи линейного программирования при помощи средств Excel на ПК.

41. Трикотажная фабрика использует для производства свитеров и кофточек, жилетов и шапочек чистую шерсть, силон, нитрон, запасы которых составляют соответственно 1000, 500 и 400 кг. Количество пряжи каждого вида, необходимой для изготовления 10 изделий, а также прибыль, получаемая от их реализации, приведены в таблице. Установить план выпуска изделий, максимизирующий прибыль.

	Вид

сырья
	Затраты пряжи на 10 шт. изделий, кг

	
	Свитера
	Кофточки
	Жилеты
	Шапочки

	Шерсть
	4
	2
	3
	1

	Силон
	2
	1
	1,5
	0,5

	Нитрон
	1
	1
	0,5
	0,5

	Прибыль
	6
	5
	5
	1


42. Торговое предприятие реализует товары Т1, Т2, Т3, Т4, используя при этом площади торговых залов, оборудование и время обсуживающего персонала. Затраты на продажу одной партии товара каждого вида, их объемы и прибыль, получаемая от реализации каждой партии товара, приведены в таблице. Найти оптимальную структуру товарооборота, обеспечивающую предприятию максимальную прибыль.

	Ресурсы
	Запас

ресурса
	Затраты ресурсов на товары

	
	
	Т1
	Т2
	Т3
	Т4

	Время,

чел.-ч
	370
	0,5
	0,7
	0,6
	0,5

	Оборудование, маш.-ч
	100
	0,3
	0,4
	0,2
	0,3

	Площадь, м2
	90
	0,1
	0,3
	0,2
	0,2

	Прибыль, ден. ед.
	5
	8
	6
	6


43. На предприятии освоены четыре технологии производства основной продукции. В таблице указаны запасы потребляемых ресурсов, затраты их в течение месяца и объемы выпуска готовой продукции. Установить такое время работы предприятия по каждой технологии, при котором выпуск продукции будет максимальным, а  расход ресурсов не превысит их наличия.

	Ресурсы
	Запасы

ресурсов
	Расход ресурса при технологии

	
	
	I
	II
	III
	IV

	Р1
	20
	2
	2
	1
	5

	Р2
	16
	4
	1
	4
	1

	Р3 
	22
	2
	3
	1
	2

	Объем выпуска продукции
	6
	3
	4
	5


44. Механический завод использует токарное, фрезерное и сварочное оборудование. Обработку детали можно вести по четырем технологиям. Полезный фонд времени работы каждой группы оборудования (в станкочасах), затраты времени на изготовление детали (в часах) и прибыль от выпуска каждой детали приведены в таблице. Составить оптимальный план загрузки оборудования, обеспечивающий заводу максимальную прибыль.

	Оборудование
	Фонд времени, ч
	Технология

	
	
	I
	II
	III
	IV

	Токарное
	37
	3
	1
	1
	2

	Фрезерное
	20
	2
	2
	3
	0

	Сварочное
	30
	0
	1
	1
	4

	Прибыль, ден. ед.
	11
	6
	9
	6


45. При подкормке посева нужно внести на 1 га почвы не менее 10 ед. химического вещества А, 25 ед. вещества Б, 20 ед. вещества В. Сельскохозяйственное предприятие закупает комбинированные удобрения четырех видов (I,II,III,IV). В таблице указаны содержание химических веществ и цена за единицу массы каждого вида удобрений. Минимизировать расходы по закупке необходимого количества удобрений.

	Химическое 
вещество
	Содержание вещества в единице массы 
удобрения

	
	I
	II
	III
	IV

	А
	1
	5
	2
	1

	Б
	12
	3
	3
	2

	В
	4
	4
	2
	2

	Цена
	5
	3
	2
	3


46. Имеющийся фонд материалов М1, М2, М3 нужно распределить между изготовителями продукции П1, П2, П3, П4 так, чтобы получить максимальную прибыль. Нормы расходов материалов, запасы и прибыль, получаемая за единицу продукции, приведены в таблице.

	Материал
	Фонд материалов
	Продукция

	
	
	П1
	П2
	П3
	П4

	М1
	50000
	0,7
	0,9
	1,5
	2,3

	М2
	28000
	1,4
	0,3
	0,7
	2,5

	М3
	40000
	0,5
	2,1
	1,8
	0,7

	Прибыль
	5
	7
	6
	9


47. Предприятие может выпускать продукцию четырех видов – П1, П2, П3, П4, сбыт любого количества которой обеспечен. При производстве продукции расходуются различные ресурсы, их запасы и удельные затраты приведены в таблице, там же указана и цена продукции. Найти оптимальный план выпуска продукции, максимизирующий выручку предприятия от ее реализации. 

	Ресурсы
	Запасы ресурса
	Нормы расходов

	
	
	П1
	П2
	П3
	П4

	Трудовые 
ресурсы
	4800
	4
	2
	2
	2

	Полуфабрикаты
	2400
	2
	10
	6
	0

	Станочное 
оборудование
	1500
	1
	0
	2
	1

	Цена единицы продукции
	65
	70
	60
	120


48. В суточном рационе кормления крупного рогатого скота должно быть не менее 20 кормовых единиц, не менее 2000 г белков и не менее 100 г кальция. Для кормления используют сено, силос, корнеплоды и концентраты. Содержание питательных веществ в 1 кг каждого вида корма, а также его себестоимость представлены в таблице. Составить кормовой рацион минимальной стоимости.

	Содержание питательных 
веществ в 1 кг корма
	Корм

	
	Сено
	Силос
	Корнеплоды
	Концентрат

	Кормовая единица
	0,5
	0,2
	6
	0,8

	Белки, г
	40
	10
	12
	200

	Кальций, г
	5
	4
	3
	1

	Себестоимость 1 кг корма, 
ден. ед.
	2
	1
	2
	4


49. Имеется четыре проекта на строительство жилых домов. Расход стройматериалов, их запас и полезная площадь дома каждого проекта даны в таблице. Определить, сколько домов каждого проекта нужно построить, чтобы полезная площадь была наибольшей.

	Стройматериалы
	Запасы стройматериалов, м3
	Расход стройматериалов 

для проектов, м3

	
	
	I
	II
	III
	IV

	Кирпич 
силикатный
	1365
	7
	3
	2
	2

	Кирпич красный
	1245
	6
	3
	3
	2

	Пиломатериалы
	650
	1
	2
	5
	5

	Полезная площадь, м2
	70
	50
	60
	50


50. Сельскохозяйственное предприятие может произвести закупку техники четырех марок для выполнения трех видов работ. Производительность техники, общий объем работ и стоимость каждого трактора приведены в таблице. Найти оптимальный вариант приобретения техники, обеспечивающий выполнение всех работ при минимальных затратах на технику.

	Вид 
работ
	Объем 
работ
	Производительность техники 
для каждой модели

	
	
	м1
	м2
	м3
	м4

	Р1
	80
	4
	3
	2
	5

	Р2
	60
	8
	1
	5
	1

	Р3
	40
	1
	3
	4
	2

	Стоимость единицы 
техники
	7
	2
	5
	3


МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ ДЛЯ ВЫПОЛНЕНИЯ КОНТРОЛЬНОЙ РАБОТЫ

1. Линейная алгебра

1.1. Определения

Определение 1. Матрицей размера 
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Числа  
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Часто для сокращения матрицу обозначают так:
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Определение 2. Матрица 
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Транспонированной матрицей 
[image: image57.wmf]*
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При решении задач часто встречаются следующие виды матриц:

1. Квадратная матрица.

Матрица, в которой число строк равняется числу столбцов (m=n). Число ее строк (столбцов) называется порядком квадратной матрицы. Квадратная матрица порядка (n) имеет вид:
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Для квадратной матрицы вводятся понятия главной и побочной диагоналей. Главной диагональю квадратной матрицы называют диагональ 
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, идущую из левого верхнего угла этой матрицы в ее правый нижний угол. Побочной диагональю называется диагональ 
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2. Диагональная матрица. 

Квадратная матрица, у которой все элементы, не стоящие на главной диагонали, равны нулю, называется диагональной. Она имеет вид:
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3. Единичная матрица. 

Единичной матрицей называют диагональную матрицу, у которой элементы, стоящие на главной диагонали, равны единице. Обозначают ее обычно буквой Е:
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4. Матрица-строка и матрица-столбец.

Матрица-строка – это матрица, состоящая из одной строки:
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Матрица-столбец – это матрица, состоящая из одного столбца:
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1.2. Действия над матрицами

1. Равенство матриц.

Матрицы 
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ø

ö

ç

è

æ

=

j

i

a

A

 и 
[image: image67.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

j

i

b

B

 называются равными (что обозначается A=B), если их размеры совпадают и их соответствующие элементы равны 
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2. Сложение и вычитание матриц.

Суммой (разностью) матриц 
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Пример. Пусть
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3. Умножение матрицы на число.

Произведением матрицы 
[image: image78.wmf]÷
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Здесь 
[image: image87.wmf]a

 и 
[image: image88.wmf]b

 – два произвольных числа, А и В – две матрицы одного размера.

Отметим, что операцию вычитания матриц можно определить еще одним способом с помощью операций сложения матриц и умножения матриц на число равенством

А – В = А+(-1)В.

Все перечисленные выше действия над матрицами называют линейными.

4. Умножение матриц.

Умножение матрицы 
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Пример. Пусть 
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Тогда                   
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[image: image103.wmf].
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1.3. Определители

Для квадратных матриц вводится важнейшая числовая характеристика, которую называют определителем (детерминантом) и часто обозначают одним из символов: 
[image: image104.wmf]D

, detA, 
[image: image105.wmf]A

.

Рассмотрим сначала квадратную матрицу второго порядка. Ее определителем называется число, равное разности произведений элементов, стоящих на главной и побочной  диагоналях: 
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Например:   
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Рассмотрим теперь определитель произвольного порядка.
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Определение 3. Минором элемента 
[image: image110.wmf]ij
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 определителя n-го порядка называется определитель (n-1)-го порядка, получающийся из данного определителя вычеркиванием i-ой строки и j-го столбца.

Определение 4. Алгебраическим дополнением 
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Определение 5. Определитель произвольного порядка n равен сумме произведений элементов какой-либо строки (столбца) на их алгебраические дополнения:
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Пример.  Пусть 
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Раскроем определитель по первой строке:
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Таким образом, вычисление определителя произвольного порядка n сводится  к вычислению определителей (n-1)-го порядка. Их вычисление сводится к вычислению определителей (n-2)-го порядка и так далее до определителей второго порядка, которые вычисляются по известному правилу.

1.4. Обратная матрица

Определение 6. Квадратная матрица называется невырожденной, если ее определитель не равен нулю. 

Только для квадратных невырожденных матриц А вводится понятие обратной матрицы (обозначают ее 
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Определение 7. Матрица 
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Один из способов нахождения обратной матрицы состоит в следующем. Для матрицы А вычисляют определитель 
[image: image124.wmf]D

 и для всех ее элементов   
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Следует обратить внимание на то, что алгебраические дополнения, соответствующие элементам данной строки, располагаются в столбце, номер которого равен номеру строки.

Пример. Найти обратную матрицу для матрицы
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Находим определитель матрицы 
[image: image129.wmf]D
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Вычисляем алгебраические дополнения:
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EMBED Equation.3[image: image132.wmf],
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Таким образом
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Проверка.
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1.5. Системы линейных алгебраических уравнений

Определение 8. Системой линейных алгебраических уравнений называется система вида
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Здесь 
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 – неизвестные; 
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 – заданные числа, которые называют коэффициентами системы;  
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 – также известные числа, которые называют свободными членами системы.

Решением системы (1) называется любая совокупность значений неизвестных 
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, при подстановке которых в систему все ее уравнения обращаются в тождества (верные равенства).

Матрица     
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Матрица  
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 называется расширенной матрицей системы.

1.6. Системы (n) линейных уравнений с (n) неизвестными.

Формулы Крамера

 При решении задач часто приходится иметь дело с системами уравнений, у которых число уравнений равно числу неизвестных, то есть с системами вида
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(2)

Предположим, что определитель, составленный из коэффициентов при неизвестных системы (2) (определитель системы), отличен от нуля:   
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При соблюдении этих условий найдем решение:
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Формулы (3) называются формулами Крамера, в них   (i – определители, получающиеся из определителя 
[image: image158.wmf]D

 заменой i-го столбца столбцом свободных членов.

Отметим еще раз, что формулы Крамера можно использовать только для решения систем линейных уравнений, у которых число уравнений равно числу неизвестных и определитель системы 
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Пример. Решить систему
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, следовательно, система имеет единственное решение:
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Проверка:  –3 + 20 – 10 = 7



   3 + 4   – 5   = 2



   3 + 8   + 10 =21  

Все три уравнения при подстановке в них  
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 обратились в очевидные равенства, значит, единственное решение найдено верно.

Ответ: 
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1.7. Матричный способ решения систем

Рассмотрим опять систему линейных уравнений (2), у которой число уравнений равно числу неизвестных и определитель системы 
[image: image171.wmf]0
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. Свяжем с системой (2) три матрицы: матрицу системы 
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матрицу-столбец X из неизвестных и матрицу-столбец В из свободных членов системы:
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Пользуясь правилом умножения матриц, систему (2) можно записать в матричной форме так:
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или коротко

                   AX=B.
(4)

Умножим уравнение (4) слева на матрицу 
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, обратную матрице А. В результате получим
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Учитывая, что 
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Формула (5)  и дает решение системы (2) в матричном виде. Легкость такого решения только кажущаяся, так как вся трудность заключается в нахождении обратной матрицы.

Пример. Решить матричным методом систему уравнений
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Найдем определитель матрицы системы 
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Вычислим алгебраические дополнения:
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EMBED Equation.3[image: image191.wmf]3
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Таким образом,
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Решение системы в матричной форме по формуле (5) запишется так:
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Приравнивая элементы матрицы, стоящие слева и справа, получаем:
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1.8. Метод Гаусса

Определение 9. Две системы уравнений называются равносильными, если эти системы имеют одни и те же решения.

При решении системы уравнений обычно заменяют данную систему другой, более простой или по каким-либо причинам более «удобной», но равносильной первоначальной. Решая эту более простую систему, находят решение исходной.

Из школьного курса математики известно, что при замене системы линейных уравнений равносильной, можно проводить следующие операции:

1) переставлять уравнения, входящие в систему;

2) умножать любое уравнение системы на любое число 
[image: image195.wmf]a

, не равное нулю;

3) прибавлять к любому уравнению системы другое уравнение, умноженное на любое число 
[image: image196.wmf]a

, не равное нулю.

Одним из методов решения систем линейных уравнений является метод исключения неизвестных. Состоит он в том, что с помощью перечисленных выше операций из системы исключаются все переменные, кроме одной, и система приводится к одному уравнению, содержащему одну неизвестную, то есть к уравнению вида
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При решении этого уравнения возможны три случая:

1) Если 
[image: image198.wmf]0
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, уравнение имеет единственное решение 
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2) Если а=0 и b=0, уравнение, а следовательно, и система имеют бесконечно много решений, так как любое число 
[image: image200.wmf]k
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 удовлетворяет уравнению 
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3) Если а=0, но 
[image: image202.wmf]0
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, уравнение, а следовательно, и система решений не имеют, так как при подстановке в уравнение вместо 
[image: image203.wmf]k
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 любого числа в левой части получается нуль, в то время как правая часть отлична от нуля.

Метод Гаусса состоит в следующем. Для системы выписывают расширенную матрицу системы и приводят ее к трапециевидному виду с помощью элементарных преобразований над строками (и только над ними) матрицы. По виду полученной трапециевидной матрицы делают вывод о совместности или несовместности системы. В случае совместности выписывают систему уравнений, соответствующую трапециевидной матрице (она будет равносильна исходной), и затем, решая ее, находят решение исходной системы. 

Рассмотрим несколько примеров.

Пример 1. Исследовать и решить систему уравнений:
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Выпишем расширенную матрицу системы:
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Умножая первую строку матрицы В на 1 и вычитая из второй, получим
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Умножая теперь вторую строку на 3 и складывая с третьей, получаем
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И, наконец, умножая третью строку на 5 и складывая с четвертой, получим
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Смотрим на последнюю строку, ей соответствует уравнение 
[image: image209.wmf]b
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Из вида последней матрицы вытекает, что в этом случае система совместная и определенная (имеет единственное решение). Для нахождения решения выпишем систему, соответствующую последней матрице:
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Решение этой системы легко находится, оно имеет вид


[image: image212.wmf],

3

x

1

-

=



EMBED Equation.3[image: image213.wmf].

3

x

,

3

x

,

5

x

4

3

2

-

=

=

=


Пример 2. Исследовать и решить систему уравнений:
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Составляем расширенную матрицу системы:


[image: image215.wmf].
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С помощью элементарных преобразований (как и в предыдущем случае) приводим матрицу В к виду
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Последним двум строкам соответствуют уравнения вида 
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По виду этой матрицы заключаем, что система совместная и неопределенная (имеет бесконечно много решений). Система, соответствующая полученной матрице, имеет вид


[image: image218.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

=

+

-

8

x

5

x

3

4

x

x

2

x

5

3

2

3

2

1

 .

Так как эта система состоит из двух уравнений, но содержит три переменные, одну из переменных можно выбрать произвольно, например, положить х3. Перенося слагаемые с х3 в правую часть, получим систему
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Решая ее, находим:  
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Итак, все множество решений исходной системы уравнений можно представить в виде
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где х3 – любое действительное число.

Общим решением СЛАУ называется такая запись СЛАУ, в которой часть ее переменных, называемых базисными, выражены через оставшиеся переменные, называемые свободными. В данном примере переменные х1 и х2 – базисные, а х3 – свободная. И запись
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 называется общим решением системы.

Частные решения получаются из общего, если задать произвольно свободные переменные. Например, если 
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 Это частное решение системы.

Базисным решением СЛАУ называют такое частное решение, при котором свободные переменные равны нулю. Например, если 
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 Это базисное решение СЛАУ.

Пример 3. Исследовать и решить систему уравнений
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Расширенная матрица этой системы имеет вид
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Приводя матрицу к трапециевидному виду, получим
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В последней строке 
[image: image233.wmf]0
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. По виду этой матрицы заключаем, что система несовместна (решений не имеет). Это легко обнаруживается визуально: уравнение, соответствующее последней строке, противоречиво:
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2. Линейное программирование (ЛП)

2.1. Постановка задачи линейного программирования

Линейное программирование – раздел математики, посвященный решению задач, связанных с нахождением экстремумов функций нескольких переменных при наличии ограничений на переменные. Методами линейного программирования решаются задачи о распределении ресурсов, планировании выпуска продукции, ценообразовании и другие экономические задачи.

Построение математической модели экономической задачи включает следующие этапы: 

1) выбор переменных задачи;

2) составление системы ограничений;

3) выбор целевой функции.

Определение 1. Переменными задачи называются величины 
[image: image235.wmf]n
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, которые полностью характеризуют экономический процесс.

Определение 2. Системой ограничений называют систему линейных уравнений и неравенств, которым удовлетворяют переменные задачи.

Определение 3. Целевой функцией называют линейную функцию переменных задачи, которая характеризует качество выполнения задачи и экстремум которой требуется найти.

В общем виде задача линейного программирования (ЛП) записывается как
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при ограничениях:
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где 
[image: image239.wmf]j
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 – заданные постоянные величины, 
f (x1, x2 … xn) – целевая функция.

Определение 4. Допустимым решением (планом) задачи линейного программирования называется вектор 
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, удовлетворяющий системе ограничений.

Множество допустимых решений образует область допустимых решений (ОДР).

Определение 5. Допустимое решение, при котором целевая функция достигает своего экстремального значения, называется оптимальным решением задачи линейного программирования.

Для иллюстрации рассмотрим пример.

Пример. Найти оптимальное сочетание посевов пшеницы и кукурузы на участках различного плодородия площадью 100 и 200 га. Данные об урожайности приведены в таблице. По плану должно быть собрано не менее 1500 ц пшеницы и 4500 ц кукурузы. Цена 1 ц пшеницы – 6 ден.ед., кукурузы – 4 ден.ед., критерий оптимальности – максимум валовой продукции в денежном выражении.

	Культура
	Урожайность участка, ц/га

	
	1
	2

	Пшеница
	20
	15

	Кукуруза
	35
	30


Решение. Обозначим через х1 площадь, отводимую под посев пшеницы на 1-м участке, через х2 – на 2-м, через х3 и х4 – площади, отводимые под посев кукурузы соответственно на 1-м и 2-м участках. 

Площади выражаются неотрицательными числами, то есть
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Так как на 1-м участке планируется х1 гектаров засеять пшеницей и х3 гектаров кукурузой, то должно выполняться равенство
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Для 2-го участка аналогичное условие запишется так:
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С 1-го участка предполагается собрать 20х1, а со 2-го  участка – 15х2 ц пшеницы. Всего же необходимо собрать не менее 1500 ц. Это требование можно выразить записью
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Аналогичное требование к валовому сбору кукурузы приводит к неравенству   
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Стоимость пшеницы, которую предполагается собрать с обоих участков, составит 
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 ден. ед., стоимость кукурузы – 
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 ден. ед., а общая стоимость валовой продукции выразится суммой
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[image: image250.wmf]
Таким образом, задача свелась к нахождению решения системы линейных уравнений и неравенств, которое максимизирует линейную функцию:
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2.2. Графический метод решения задачи ЛП

Графический метод применяется для решения задач ЛП с двумя переменными.

Для нахождения экстремального значения целевой функции при графическом решении задач ЛП используют вектор  на плоскости 
[image: image254.wmf]2
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, который обозначим 
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. Этот вектор показывает направление наискорейшего изменения целевой функции 
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Координатами вектора 
[image: image257.wmf]C

 являются коэффициенты целевой функции 
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Запишем алгоритм решения задач.

1. Находим область допустимых решений системы ограничений задачи (ОДР).

2. Строим вектор 
[image: image260.wmf]C

.

3. Проводим прямую 
[image: image261.wmf]0
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, которая перпендикулярна [image: image262.wmf]C

.

4. Прямую 
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 перемещаем по направлению вектора 
[image: image264.wmf]C

 – для задач на максимум и в направлении, противоположном 
[image: image265.wmf]C

, – для задач на минимум.

Перемещение прямой 
[image: image266.wmf]const
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 производится до тех пор, пока у нее не окажется только одна общая точка с областью допустимых решений. Эта точка, определяющая единственное решение задачи ЛП, и будет точкой экстремума.

Если окажется, что прямая 
[image: image267.wmf]const
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 параллельна одной из сторон ОДР, то в таком случае экстремум достигается во всех точках соответствующей стороны, а задача ЛП будет иметь бесчисленное множество решений.

Задача ЛП может быть неразрешима, если определяющие ее ограничения окажутся противоречивыми.

5. Находим координаты точки экстремума и значение целевой функции в ней.

Пример. Фирма выпускает два вида мороженого: сливочное и шоколадное. Для изготовления мороженого используются два исходных продукта: молоко и наполнители, расходы которых (на 1 кг мороженого) и суточные запасы даны в таблице.

	Исходный 
продукт
	Расход исходных продуктов

на 1 кг мороженого
	Запас, кг

	
	Сливочное
	Шоколадное
	

	Молоко
	0,8
	0,5
	400

	Наполнители
	0,4
	0,8
	365


Изучение рынка сбыта показало, что суточный спрос на сливочное мороженое превышает спрос на шоколадное не более чем на 
100 кг. Кроме того, установлено, что спрос на шоколадное мороженое не превышает 350 кг в сутки. Розничная цена 1 кг сливочного мороженого 16 р., шоколадного – 14 р.

Какое количество мороженого каждого вида должна производить фирма, чтобы доход от реализации продукции был максимальным?

Решение. Обозначим через х1 – суточный объем выпуска сливочного мороженого, кг; х2 – суточный объем выпуска шоколадного мороженого, кг.

Составим математическую модель задачи.

Целевая функция будет иметь вид  f=16х1+14х2
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[image: image270.wmf].
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На чертеже (рис.) строим область допустимых решений. Для этого наносим на чертеж границы области допустимых решений. Уравнение 
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 определяет прямую, которая делит всю числовую плоскость на две полуплоскости. Ограничение 
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 означает, что в искомую область входят точки, которые лежат «ниже» границы. Это легко проверить, подставив, например, координаты точки О (0;0) в данное неравенство, которое примет вид О≤400, то есть станет очевидным. Аналогично, но рассуждая и сопровождая рассуждения нанесением границ на плоскость чертежа, находим, что ОАВДЕF – область допустимых решений.
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f0: 16x1+14x2=const

Рис.

Строим вектор 
[image: image273.wmf]C

=(16,14) и прямую 16х1 + 14х2 = 0.

Перемещаем прямую по направлению вектора 
[image: image274.wmf]C

. Точкой выхода  из области допустимых решений является точка  D, ее координаты определяются как пересечение прямых, заданных уравнениями


[image: image275.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

=

+

.

365

x

8

,

0

x

4

,

0

,

400

x

5

,

0

x

8

,

0

2

1

2

1


Решая систему, получим координаты точки D(312,5;300), в которой и будет оптимальное решение, то есть х1 = 312,5; х2 = 300. При этом 
[image: image276.wmf]max
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Таким образом, фирма должна выпускать в сутки 312,5 кг сливочного мороженого и 300 кг шоколадного мороженого, при этом доход от реализации составит 9200 р.

2.3. Решение многомерной задачи ЛП с помощью компьютера

Рассмотренный выше графический способ применим к весьма узкому классу задач линейного программирования: эффективно им можно решать задачи, содержащие не более двух переменных. Если же переменных более двух, то изобразить на чертеже и визуально проанализировать положение линий уровня целевой функции затруднительно. Хотя с геометрической точки зрения поиск оптимального решения в n-мерном пространстве можно трактовать как вычисление значений целевой функции в вершинах многогранника и выбор в качестве решения координат той вершины, в которой целевая функция имеет максимальное (минимальное) значение. Поскольку число вершин многогранника, являющегося областью принятия решения, конечно, то через конечное число шагов будет либо найден оптимальный план, либо установлена неразрешимость задачи. Несмотря на то, что количество шагов при решении задачи ЛП конечно, требуется выполнить довольно много вычислений, поэтому желательно осуществлять решение с помощью компьютера, например так, как это показано ниже.

Пример.  На предприятии освоены четыре технологии. Цены реализации единицы продукции, произведенной по каждой из технологий, запасы трех видов сырья (А, В, С) и расход сырья на единицу продукции по разным технологиям приведены в таблице.

	Вид сырья
	Запасы, т
	Расход сырья по технологиям, т/ед.

	
	
	I
	II
	III
	IV

	А
	150
	1
	1
	1
	1

	B
	600
	2
	2
	3
	3

	С
	400
	3
	4
	3
	5

	Цена реализации, тыс. р./ед.
	2
	3
	3
	4


Составить план выпуска продукции, дающий максимальную прибыль.

Решение. Обозначим через х1, х2, х3, х4 количество единиц выпускаемой продукции по I, II, III и IV технологиям соответственно. Ясно, что 
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Ограничения по виду сырья А можно выразить соотношением

х1 + х2 + х3 + х4 
[image: image279.wmf]£

 150.
 (1)

Ограничения по виду сырья В –

 2х1 + 2х2 + 3х3 + 3х4 
[image: image280.wmf]£

 600.
(2)

Ограничения по виду сырья С –    

 3х1 + 4х2 + 3х3 + 5х4 
[image: image281.wmf]£

 400.
 (3)

Требование максимизации прибыли определяет целевую функцию: f=2х1 + 3х2 + 3х3 + 4х4
[image: image282.wmf]®

(max)

Требуется найти х1, х2, х3, х4, максимизирующие целевую функцию и удовлетворяющие ограничениям  (1)–(3).

Решить задачу линейного программирования:
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f=2х1 + 3х2 + 3х3 + 4х4
[image: image284.wmf]®

max.

Решим эту задачу с помощью Excel. Введем следующую таблицу, составленную из коэффициентов задачи.

	
	A
	B
	C
	D
	E
	F

	1
	1
	1
	1
	1
	
	150

	2
	2
	2
	3
	3
	
	600

	3
	3
	4
	3
	5
	
	400

	4
	2
	3
	3
	4
	
	

	5
	x1
	
	
	
	
	

	6
	x2
	
	
	
	
	

	7
	x3
	
	
	
	
	

	8
	x4
	
	
	
	
	

	9
	f
	
	
	
	
	


Ячейки B5, B6, B7, B8, B9 зарезервированы для значений х1,  х2, х3, х4,  f  соответственно.

В ячейку E1 ввести: =A1
[image: image285.wmf]´

B5+B1
[image: image286.wmf]´

B6+C1
[image: image287.wmf]´

B7+D1
[image: image288.wmf]´

B8 <enter>

(Формула начинается со знака = )

В ячейку E2 ввести: =A2
[image: image289.wmf]´

B5+B2
[image: image290.wmf]´

B6+C2
[image: image291.wmf]´

B7+D2
[image: image292.wmf]´

B8 <enter>

В ячейку E3 ввести: =A3
[image: image293.wmf]´

B5+B3
[image: image294.wmf]´

B6+C3
[image: image295.wmf]´

B7+D3
[image: image296.wmf]´

B8 <enter>

В ячейку В9 ввести: = А4
[image: image297.wmf]´

В5+В4
[image: image298.wmf]´

В6+С4
[image: image299.wmf]´

В7+D4
[image: image300.wmf]´

B8 <enter>

Далее вызывается Сервис/Поиск решения. В появившемся окне Поиск решения необходимо задать:

– в поле «Установить целевую ячейку» ввести В9;

– максимальное значение;

– в поле «Изменяя ячейки» ввести $B$5:

– для задания ограничений нажмите кнопку «Добавить» в окне Поиск решения.

В результате откроется окно Добавление ограничения.

Введем: E1<=F1/ Добавить.

Введем: E2<=F2/ Добавить.

Введем: E3<=F3/ Добавить.

Введем: B5>=0/ Добавить.

Введем: B6>=0/ Добавить.

Введем: B7>=0/ Добавить.

Введем: B8>=0/ Добавить/Отмена.

Далее нажимаем «Выполнить».

Ответ: х1 = 0,    х2 = 0,   х3 = 133,    х4 = 0,  f = 400 (тыс. р.) 

2.4. Постановка транспортной задачи

Транспортная задача – одна из распространенных задач линейного программирования. Ее цель – разработка наиболее рациональных путей и способов транспортирования товаров, устранение чрезмерно дальних, встречных, повторных перевозок. Все это сокращает время продвижения товаров, уменьшает затраты предприятий, фирм, связанные с осуществлением процессов снабжения сырьем, материалами, топливом, оборудованием и т.д.

В общем виде задачу можно представить следующим образом: 
в m пунктах производства
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 имеется однородный груз в количестве соответственно 
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. Этот груз необходимо доставить в n  пунктов назначения 
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 в количестве соответственно 
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. Стоимость перевозки единицы груза (тариф) из пункта  
[image: image305.wmf]i
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 в пункт  
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 равна  
[image: image307.wmf]ij
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.

Требуется составить план перевозок, позволяющий вывезти все грузы и имеющий минимальную стоимость.

В зависимости от соотношения между суммарными запасами груза и суммарными потребностями в нем транспортные задачи могут быть закрытыми и открытыми.

Определение 6. Если 
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, то задача называется закрытой, а в противном случае – открытой.

Обозначим через 
[image: image310.wmf]ij

x

 количество груза, перевозимого из пункта 
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 в пункт  
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B

. Рассмотрим закрытую транспортную задачу. Ее условия запишем в распределительную таблицу, которую будем использовать для нахождения решения.

Математическая модель закрытой транспортной задачи имеет вид
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при ограничениях 
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Оптимальным решением задачи является матрица 
[image: image317.wmf]n
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, удовлетворяющая системе ограничений и доставляющая минимум целевой функции.

2.5. Нахождение исходного решения транспортной задачи

Условия задачи и ее исходное решение будем записывать в распределительную таблицу. Клетки, в которые поместим грузы, называются занятыми, остальные клетки – незанятыми, или пустыми. В верхнем правом углу каждой клетки будем записывать тарифы. Существует несколько способов нахождения исходного решения.

Рассмотрим один из них – метод минимального тарифа (элемента). Согласно этому методу, грузы распределяются в первую очередь в те клетки, в которых находится минимальный тариф перевозок 
[image: image318.wmf]ij

c

. Далее поставки распределяются в незанятые клетки с наименьшими тарифами с учетом оставшихся запасов у поставщиков и удовлетворения спроса потребителей. Процесс распределения продолжается до тех пор, пока все грузы от поставщиков не будут вывезены, а потребители не будут удовлетворены. При распределении грузов может оказаться, что количество занятых клеток меньше, чем 
m + n -1. В этом случае недостающее их число заполняется клетками с нулевыми поставками, такие клетки называют условно занятыми.

Нулевые поставки помещают в незанятые клетки с учетом наименьшего тарифа таким образом, чтобы в каждых строке и столбце было не менее чем по одной занятой клетке.

Рассмотрим нахождение исходного решения транспортной задачи на конкретном примере.

Пример. На складах 
[image: image319.wmf]3
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 имеются запасы продукции в количествах 90, 400 и 110 т соответственно. Потребители 
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 должны получить эту продукцию в количествах 140 г, 300 г и 160 т соответственно. Найти такой вариант прикрепления поставщиков к потребителям, при котором сумма затрат на перевозку была бы минимальной. Расходы по перевозке 1 т продукции заданы матрицей С:
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Проверим, является ли данная транспортная задача закрытой:
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EMBED Equation.3[image: image325.wmf],

следовательно, данная транспортная задача закрытая. Найдем исходное решение по методу минимального тарифа.
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Число занятых клеток в таблице, приведенной выше, равно 
m+n-1=3+3-1=5, то есть условие невырожденности выполнено. Получили исходное решение, которое запишем в виде матрицы
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Стоимость перевозки при исходном решении составляет
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2.6. Проверка найденного решения транспортной задачи 
на оптимальность

Найденное исходное решение проверяется на оптимальность методом потенциалов по следующему критерию: если решение транспортной задачи является оптимальным, то  ему соответствует система m+n действительных чисел 
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 – для свободных клеток.

Числа 
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 называются потенциалами. В распределительную таблицу добавляют строку 
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 и столбец 
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Потенциалы 
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 находят из равенства 
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, справедливого для занятых клеток. Одному из потенциалов дается произвольное значение, например 
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, тогда остальные потенциалы определяются однозначно. Так, если известен потенциал 
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Обозначим 
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. Эту оценку называют оценкой свободных клеток. Если 
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, то опорное решение является оптимальным. Если хотя бы одна из оценок 
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, то решение не является оптимальным и его можно улучшить, перейдя от одного решения к другому.

Проверим найденное решение на оптимальность, добавив в распределительную таблицу, приведенную ниже, столбец 
[image: image349.wmf]a

 и строку 
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Полагая 
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, запишем это значение в последнем столбце 
таблицы. 
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Рассмотрим занятую клетку первой строки, которая расположена в первом столбце (1,1), для нее выполняется условие 
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. Это значение запишем в последней строке таблицы. Далее надо рассматривать ту из занятых клеток таблицы, для которой один из потенциалов известен. Рассмотрим занятую клетку (3,1): 
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Для клетки (3,3): 
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Для клетки (2,3): 
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Для клетки (2,2): 
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Найденные значения потенциалов заносим в таблицу. Вычисляем оценки свободных клеток:
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Получили одну оценку 
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 следовательно, исходное решение не является оптимальным и его можно улучшить.

2.7.Переход от одного решения транспортной  задачи к другому

Наличие положительной оценки свободной клетки (
[image: image375.wmf]0
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) при проверке решения на оптимальность свидетельствует о том, что полученное решение не оптимально и для уменьшения значения целевой функции надо перейти к другому решению. При этом надо перераспределить грузы, перемещая их из занятых клеток в свободные. Свободная клетка становится занятой, а одна из ранее занятых клеток – свободной.

Для свободной клетки с 
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 строится цикл (цепь, многоугольник), все вершины которого, кроме одной, находятся в занятых клетках; углы прямые, число вершин четное. Около свободной клетки цикла ставится знак (+), затем поочередно проставляют знаки (-) и (+). У вершин со знаком (-) выбирают минимальный груз, его прибавляют к грузам, стоящим у вершин со знаком (+), и отнимают от грузов у вершин со знаком (-). В результате перераспределения груза получим новое решение. Это решение проверяем на оптимальность, и так далее до тех пор, пока не получим оптимальное решение.
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Циклы пересчета могут иметь следующую форму:
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Строим цикл для клетки (1,3), имеющей положительную оценку. У вершин цикла ставим знаки (+) и (-) и записываем грузы:
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Новое решение:                          
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Проверим полученное решение на оптимальность. Для этого запишем его в распределительную таблицу, приведенную ниже, найдем потенциалы занятых и оценки свободных клеток.
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Имеем 
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Построим цикл для клетки с положительной оценкой:
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Произведем перераспределение грузов:
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Получим новое решение, которое занесем в нижеследующую таблицу. Проверим его на оптимальность.
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Получим 
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Все оценки свободных клеток отрицательные, следовательно, найденное решение оптимальное. Итак,
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Стоимость транспортных расходов равна
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По сравнению с исходным решением, транспортные расходы уменьшились на 1610 – 1280 = 330 усл. ед.
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